SERIE DE CALCULO VECTORIAL

PROFESOR: PEDRO RAMIREZ MANNY

TEMA 1
Maximos y minimos de funciones de dos 0 mas
variables

1) Identificar la superficie representada analiticamente por cada una
de las siguientes ecuaciones:

a) 9x* +4y* —36z° —72x—-16y+88=0
b) X* +2y* —2x+4y—z+7=0

~2)* y® z—4)’
o =2 ¥y (274)
9 16 9
Nota: La identificacion requiere mas informacion que el nombre

de la superficie.
(1EF / TIPO A / 2016-1)

Solucién:

LY _92) 52
a) (X 84) -+ (y18 ) —22 =1 Hiperboloide de un manto, centro en

C(4,2,0) y eje paralelo al eje Z.

b) (x-1)* +2(y +1)2 =z -4 Paraboloide eliptico, vértice en
V(L,-14) y eje paralelo al eje Z.

c) (X—92)2 Y (z-4)

T =1 Hiperboloide de dos mantos, centro

en C(2,0,4), eje paralelo al eje X y Vvértices en V,(5,0,4),
V,(~1,0,4).



2) ldentificar la superficie representada analiticamente por cada una
de las siguientes ecuaciones:

a) 2X° +y*+27°+x-2y=1

(y+)' (x-2*_(z-1)’
2 2 4

2 22

¢) (x+1)2+ L —1=%
)(+)+4 1

Nota: La identificacion requiere mas informacion que el nombre

de la superficie.
(2EF / 2014-2)

b)

Solucion:
1

(X+>)° 2 2
U G R

a) 17 + 17 +17_1 Elipsoide circular, centro en
16 8 16

C(—%,l, Oj y eje paralelo al eje Y.

~2)2 (z-1) (y+1)
b) (X 22) +( 1 ) _(y 5 ) =0 Cono eliptico, vértice en
V(2,-11) yejeparaleloal eje Y.
2 2
c) (x+1)° +y7—% =1 Hiperboloide de un manto, centro en

C(-1,0,0) y eje paralelo al eje Z.

2



3) Identificar las superficies que son representadas por las
ecuaciones:

2 2
2) Xy _ -3
4 16 3
b) 2x* —2y*-2z° =1
c) x2+3(y+1)2+22:25
d)(x—2)2—(z+3)2=—(y—3)2

2 1 2
e) ); +(y; ) :1+(z—1)2
(2EF / TIPO A / 2009-1)
Solucioén:

a) Paraboloide eliptico, vértice V (0,0,3), eje coincidente con el eje
Z y abre en sentido negativo del eje Z.

b) Hiperboloide de dos mantos, centro en el origen y eje coincidente
conel eje X.

c) Elipsoide circular, circunferencias paralelas al plano XZ y centro
en C(0,-1,0).

d) Cono circular recto, vértice V (2,3, —3) y eje paralelo al eje Z.

e) Hiperboloide de un manto, centro C(0,—-1,1) y eje paralelo al eje

Z.
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4) Identificar la superficie representada analiticamente por cada una
de las siguientes ecuaciones:
a) 2x° +2y° +22° +4x+4y+42-3=0
2

b) —XI+ y+4(z—1)2—6:0

2
C) _X2 + (y—2) + (Z+3) =1
4 9
Nota: La identificacion requiere mas informacion que el nombre
de la superficie.
(2EF / 2015-1)

Solucioén:

2

: 3
a) Esfera, centro C(-1,-1,-1) y radio r =—.
) ( )y 7
b) Paraboloide hiperbolico, punto silla (0,6,1) y eje paralelo al eje
Y.
¢) Hiperboloide de dos mantos, centro C(O, 2,—3), eje paralelo al eje

Xy vérticesen V,(1,2,-3), V,(-1,2,-3).

5) Identificar la superficie representada analiticamente por cada una
de las siguientes ecuaciones:
a) 4x° —3y*+12z° +12=0
b) x—y*—9z°=0
C) X*+2y*+2° —4x+4y—-22+3=0

x-1)° (z-1) y?

g D (21 _y

2 3 4
Nota: La identificacion requiere mas informacion que el nombre

de la superficie.
(1EF / TIPO A / 2014-2)




Solucion:

a) Hiperboloide de dos mantos, centro en el origen, eje coincidente
con el eje Y y vértices en V (0,£2,0).

b) Paraboloide eliptico, vértice en el origen y eje coincidente con el
eje X.

c) Elipsoide circular, circunferencias paralelas al plano XZ y centro
en C(2,-11).

d) Cono eliptico, vértice en V (1,0,1) y eje paralelo al eje Y.

6) Identificar la superficie representada analiticamente por cada una
de las siguientes ecuaciones:

a) X°+2x+8y* =23
b) (x-1)?-9=-3(y+2) —372°
c) —2x° —5z° =-25-3y°
Nota: La identificacion requiere mas informacion que el nombre
de la superficie.
(2EF / 2013-1)

Solucion:

a) Cilindro eliptico, eje paralelo con el eje Z y elipses paralelas al
plano XY.

b) Elipsoide circular, centro en C(l, —2,0), circunferencias paralelas
al plano YZ y elipses paralelas a los planos XY y XZ.

c¢) Hiperboloide de un manto, centro en el origen, eje coincidente con
el eje Y e hipérbolas paralelas a los planos XY y YZ.



7) Identificar, especificando las caracteristicas principales, las
superficies cuyas ecuaciones son:
a) X°+y°—4=0
b) x> —y*+2°=0
c) X*—y*+z°=1
d) x*—z°=y
e) y°+z°+x=0
(3EP / TIPO A/ 2003-1)

Solucioén:

a) Cilindro circular recto, radio de dos unidades y eje coincidente
con el eje Z.

b) Cono circular recto, vértice en el origen y eje coincidente con el
eje Y.

c¢) Hiperboloide circular de un manto, centro en el origen y eje
coincidente conel eje Y.

d) Paraboloide hiperbdlico, punto silla en el origen, hipérbolas
paralelas al plano xz.

e) Paraboloide circular, vértice en el origen, abre en sentido negativo
al eje x.



.
8) Identificar la superficie representada por la ecuacion dada en cada
uno de los incisos.
a) X*—y*+2°+3=0

b) (X_Z) +y2 :1+(Z_1)
4 9 4
0 X +(y+1) :(z—l)
3 3 4

d) (x—l)2 +(y+5)2 ~-7-3=0
(2EF / TIPO C / 2008-1)

Solucion:
a) Hiperboloide circular de dos mantos, eje coincidente con el eje y

C(0,0,0),V,(0,4/3,0) y V,(0.-/3,0).
b) Hiperboloide de un manto eliptico, centro en (2,0,1), eje paralelo

al eje z. Elipses en planos paralelos a xy con eje mayor paralelo
al eje y y eje menor paralelo al eje x.
c) Cono circular con eje paralelo a z, vértice V (0,-11).

d) Paraboloide circular o de revolucion, eje paralelo al eje z, vértice
V (1,-5,-3) abre en sentido positivo del eje z.



Para las siguientes funciones obtenga los puntos criticos y
establezca la naturaleza de cada uno de ellos.

9 f(xy)=x"+y’—6x°"+6y°+8
Solucién: (0,0) p.silla. (0,—4) méx. rel. (4,—4) p.s.
(4,0) min. rel.

10) f(x,y)=2x*+2y’ -6y +8x+5
Solucién: (—2,1) min. rel. (=2,-1) punto silla.

11)z=¢"

Solucién: (0,0) punto silla.

)
12) f(x,y)=e
Solucién: (0,0) max. rel.

13) f(x,y)=3x"+18xy + 3y’ +63x+6Y +30

Solucién: (5,-16) min. rel. (1,—4) punto silla
14) f(x,y)=coshx+coshy
Solucién: (0,0) min. rel.

15) f(x,y)=(y-2)angtanx
Solucién: (0,2) punto silla



16) Para los siguientes problemas, determine la funcion objetivo
(F.O.) y la funcion restriccion (F.R.).

a) Encuentre tres nUmeros reales cuya suma sea 9 y la suma
de sus cuadrados sea tan pequefia como sea posible.

Solucién: S =x*+y*+1z* F.O.
X+y+z=9 F.R.

b) Encuentre las dimensiones de una caja rectangular cerrada con
volumen maximo gue puede inscribirse en una esfera unitaria.
Solucién: f(x,y,z)=8xyz F.O.

X*+y°+2°=1 F.R.

c¢) Encuentre las dimensiones del bote cilindrico circular recto
cerrado de menor area de superficie cuyo volumen es 16z cm?®.
Solucion: f(r,h)=2zr*+2zrh F.O.

zr’h=167r F.R.

d) Determine las dimensiones del radio r y de la altura h del
cilindro que puede ser inscrito en una esfera de radio 10, de tal
modo que su superficie total sea maxima.

Solucion: f(r,h)=2zr*+2zrh F.O.
4r> +h®> =400 F.R.

e) Hallar las dimensiones de la caja de mayor volumen cuya
superficie sea de 6 pulgadas cuadradas.
Solucién: f(x,y,z)=xyz F.O. Xy+xz+yz=3 F.R.



17) Sealafuncién f(x,y)=x+y con larestriccion x° +y* =4,
obtener los maximos y minimos.

Solucion: (\/E\/i) max. (—\/5,—\/5) min.

18) Determinar las dimensiones de la caja rectangular con tapa de
mayor volumen que puede construirse con 12dm* de material.
(1EF / TIPO A /2009-2)

Solucién: x =~/2 dm, y=\/§ dm y z=+/2 dm.

19) Determinar las dimensiones que debe tener una ventana como

la que se muestra en la figura, si el area debe ser igual a 18m?* y
el perimetro debe ser minimo.

» (1EF/ SEM 2011-2)

Solucion: x=y =

m
4+

20) Determinar las dimensiones del cono circular de mayor
volumen que puede ser inscrito en una esfera de radio R.
(2EF/ SEM 2013-1)

J8

Solucién: h :ﬂR r=——
3 3

10
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21) Utilizar el meétodo de los multiplicadores de Lagrange para
determinar las coordenadas de los veértices de la hipérbola
representada por la ecuacion xy =4.

Nota: La hipérbola tiene su centro en el origen.
Solucién: Vértices: (2,2),(-2,-2)

22) Se desea fabricar una caja sin tapa, con forma de paralepipedo y

tal que su volumen sea de 4m°. Determinar las dimensiones que
debe tener la caja de modo que el costo de la soldadura que se va a
utilizar para soldar las caras y la base sea el minimo.

Solucion: x=2m, y=2m, z=1m

23) Calcular la distancia minima del origen a la curva

2 2
C X“+y =1
X°—xy+y’—z°=1

Squcién:A(\/lE,—\/lE,\/lEj,B( \/15 \/15 \/1§j

24) Determine los puntos (X, y,z) del elipsoide

2x* +4y* +5z° =70 de modo que la suma de su primera y tercera
coordenadas sea la mayor y la menor posible.
Solucién: (5,0,2), (-5,0,-2).
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25) Un aro metalico cuya configuracion geométrica esta
representada por las ecuaciones

y—x=0
{x2+ y? +42°-27=0
esta en un medio con temperatura T (X, Y, z) = xyz +10.
Determinar los puntos donde el aro estd mas caliente y donde esta
frio.

Solucion:

Mas calientes: (3,3%) y (—3' 43%) con T :10+2_27

Mas frios: (3,3,—§j y (—3, —3,—§j conT :10_5
2 2 2

26) Aplicar el analisis de la variacion de una funcion para
establecer las ecuaciones de las rectas sobre las cuales se localizan

los ejes de la elipse de ecuacion 5x° +8xy +5y° =9.
(Sugerencia: Tomar en cuenta que la elipse tiene su centro en el
origen).

Solucion: y*x.

27) Se desea fabricar un recipiente sin tapa con forma de cilindro

circular recto y cuyo volumen sea de 16 m®. Si el m* del material
para la base cuesta el doble que para la pared, calcular las
dimensiones que debe tener el recipiente para que el costo sea el
minimo.

Solucion: r :i, h =i

&
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28) Obtener las dimensiones de un silo de almacenamiento formado
por un cilindro que tiene en la parte superior a una semiesfera, de
modo que se tenga un volumen méaximo, si el area de la lamina

con que se cuenta para construirlo es de 215m°.

Solucion: h=r = 4—3.
T
29) La temperatura de laesfera S: x*+y°+z° =a” esta dada

por la funcién T (X, y,z)=x+z, en grados centigrados. El rango
de la funcion de temperatura en S va desde —4°C hasta 4°C.

Determinar el radio de la esfera.
(3EE [ TIPO A / 2015—1)

Solucién: a=22 = \/§.

30) Se desea fabricar un tanque con capacidad de 107 m®
formado por un cilindro circular de radio R y por dos semiesferas
de radio R en sus extremos. Calcular las dimensiones L y R del
tangue de modo que se requiera de la menor cantidad posible de

material.
E N T
! 2R
: i ¢

.
[« L >

(1EF / TIPO A / 2014-2)

Solucion: L=0, R= i/%m, el tanque debe ser esfeérico.
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31) Determinar las coordenadas del punto P que pertenece al
plano x+y—-3=0 y que es el més cercano al punto A(-1,0,1).

(1EF [ TIPO A/ 2014—1)
Solucion: P(1,2,1)

32) Calcular los valores extremos de la funcion
f(xy)= 1 —E, sujeta a la restriccion x*+ y* =1.
Xy
(2EF / 2014-1)
1 1 o
A| —,——— |—valor maximo
y 2" 2
Solucion:
B 11 —valor minimo
J2'42
33) Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion

f(x,y)z\/x2 +y°+1.
(1EF [ TIPO A/ 2015—2)
Solucién: (0,0)- minimo relativo.

34) Calcular mediante el criterio de la segunda derivada la
distancia minima del punto P(1,2,0) a la superficie de ecuacion

Z=A/X"+2y°.
(1EF / TIPO A / 2015-1)

12

Solucion: P.C. (—,—j ,d= u. de longitud.

v114
6

2 3
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35) Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion
3

f(x,y,2)=x"+y’ +%—4x—2y—z.
(2EF / 2011-2)

A(2,1,1)—minimo relativo
B(2,1,—1)—punto silla

Solucién:

36) Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion
f(x,yz)=x"-y*+2°-2x—-4y—-22+3
(1EF / TIPO A/ 2013-1)
Solucién: P.C. (1,-2,1) —puntosilla.



TEMA 2 Funciones vectoriales

37) Encuentre la formula para el campo vectorial con las

propiedades dadas:
Todos los vectores son de longitud unitaria y perpendicular al
vector de posicion en ese punto, en el plano cartesiano.

yi =X

Solucién: f(x,y)=——.
uci (x,y) m

38) Determine si la parabola semictibica f (t)=(1+t°)i +t*] es

suave.
Solucion: Es suave para t = 0.

39) Sea C la curva de ecuacion
r(t)=(2—-2cost)i +(2sent) J+(2+2cost)k. Determinar las
coordenadas de los puntos de C en los que la recta tangente es
perpendicular a su vector de posicion.

Solucién: (0,0,4),(2,2,2),(4,0,0),(2,-2,2).

40) Determine una ecuacion cartesiana de la curva

T(t)z(\/f)f+(2—t)1.

Solucion: y=2-x*,x>0.

16
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2 2
41) Una particula se mueve alrededor de la elipse (%) + (%) =1

en el plano yz, en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj. Encuentre los valores maximo y minimo de

[]| (Sugerencia: encuentre primero los valores extremos de |V H2

y luego saque raices cuadradas).
Solucion: max|[v||=3, min||v]=2.

42) Encuentre unas ecuaciones paramétricas de la elipse
Ax* +9y* =1, de tal manera que el recorrido del vector de
. L 1
posicidn que barre a la curva se inicie en el punto (E,Oj y el

sentido del recorrido del extremo de dicho vector sea el de las
manecillas del reloj.

1
x:Ecost
Solucién: < . 0<t<2rx
=—=—sent
\y 3

43) Una particula se mueve desde el punto A(3,0,4) hasta el punto
A%* +9y° =36
Z=4
ecuaciones paramétricas para esta curva.

B(0,2,4) sobre la elipse { . determine unas

(x = 3cost
Solucién: C:q y=2sent,0<t S%
z=4




44) Una particula se mueve del punto A(\/E,S,O) hasta el punto

X*+y*+2°=14

B(\/§,0,3) sobre la curva C :{ ; obtenga unas

y:+2°=9
ecuaciones parameétricas.
(-5
Solucion: C:qy=3cost,0<t <
(Z= 3sent 2
. ., . z=Yy°
45) Determinar una ecuacion vectorial de la curva C :{y 1

y hacer un dibujo de C. i
Solucion: C: T(t)=ti + J+k

X =6t
46) Calcule la longitud de la curva C:q y=-2sen(3t) , con
|z=-2cos(-3t)

0<t<r.
Solucién: 3v87x unidades de longitud.

18
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47) Encuentre la longitud de arco de la curva
T (t) = costi +sentj +tk, desde el punto (1,0,0) hasta el punto

(1,0,27).
Solucion: s = 2+/27 unidades de longitud.

48) Sea la curva C representada por:
T(t)= Ge‘ costj f—(%et sent} j+ [getj K, t>0.

a) Obtener la ecuacion vectorial de C en términos de su longitud

de arco s.
b) Determinar el vector tangente unitario a la curva C en el punto
o[ L032)
2 2
Solucion:
- 1 ~ 1 . A2 ~
a) r(s):E(s+1)cos[ln(s+1)}| —E(s+1)sen[ln(s+1)] J+7(s+1)k
b)T_zlf_ljJri;Z
2 2 2

49) Sea lacurva C:T(t)=(acost)i +(asent) j+(bt)k
a) Expresar a la curva C mediante una ecuacion vectorial cuyo

parametro sea la longitud de arco "s".
b) Obtener al vector tangente T en términos del parametro longitud

de arco "'s".
(2EF /2012-2)

Solucién:

~ ~ bs ~
I +asen k

s s
j+
JaZ+b? JaZ+b? JaZ+bh?

a) 7(s)=acos




20

Df=-2 sen—2 {4+ 2& cos—> j+ blz

50) Una particula se mueve en el plano xy segun la ley de
posiciones T (t) = (t* —1)i +(t’ —1)3 j donde t es el tiempo.
Determinar, si existen los puntos donde la particula se detiene.
Solucién: (-1,-1).

51) Una particula se desplaza a lo largo de la curva
C:T(t)=(3t+1) f+(\/§t) j+(t2) k, donde t es el tiempo.
Calcular el angulo que forman los vectores velocidad y

aceleracion en el instante t=1.
(1EF /| TIPO A/ 2013-2)

Solucidén: @ =60°.

52) Determinar las coordenadas del centro de la circunferencia de
curvatura de la curva descrita por la ecuacion vectorial

F(t)=(sent)i +(cost) j+(sent)k, en el punto P(0,-1,0).
(2EF / 2015-2)
Solucién: C(0,1,0)

53) Una particula se desplaza a lo largo de la curva
C:T(t)=(3sen2t)i+(3cos2t) j, donde t es el tiempo. Calcular

los vectores aceleracion tangencial y aceleracion normal en el
punto P(3,0).
(1EF / TIPO A/ 2015-2)

Solucion: @, =0, a, =-12i.



54) Una particula se mueve segun la ley de posiciones
T(t)=(t—1)"1 +(3t*-8t) j + (2t + 4)k, calcular el vector
aceleracion normal de la particula en el punto donde t =2.

., . 48~ 6 - 84-
Solucion:a, = 29| + 59 - 29k.

55) Una particula se desplaza a lo largo de la curva
C:T(t)=(2t°)i+(t—t*+2) J+(2t*+3t—1)k, donde t esel
tiempo. Determinar, si existen, los puntos de la curva donde los

. . dF
vectores velocidad, aceleracion y prey son coplanares.

(2EF / 2013-1)

Solucion: No hay puntos donde los vectores velocidad,
3—

., d°r
aceleracion y F sean coplanares.

x*—y?=1
z2=3
Determinar, para el punto P(1,0,3):

a) Los vectores T, N yB.

b) La curvatura de la curva.

c) La ecuacion del plano oscular.

d) La torsion de la curva.

(1EF / TIPO A/ 2009-2)

Solucioén:

a) T_=(O,1,0), I§=(0,0,—1) y N:(l,0,0)
b) k=1

c) z=3

d) =0

56) Sea lacurva C:{
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X°+y =4
z—y=0
Calcular, para el punto P(-2,0,0):

a) Los vectores T, N yB.
b) La curvatura y la torsion.
(2EF / 2011-2)

Solucién:

a)f:(o,—%,—%], B:(o,—%,%j y N=(10,0)

b) k =%, 7 =0 (curva plana contenidaen z=y).

57) Sealacurva C:{

58) Sea la curva:
C: T(t) :(et cost,cost,—e' cost). Calcular para el punto
P(11-1):
a) La curvatura y la torsion de la curva .

b) La ecuacion cartesiana del plano osculador.
(1EF / TIPO A/ 2015-1)

Solucion:
k=2 r=0.
2

b) x+z=0
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59) Sea C la curva cuya ecuacién vectorial es T(t) donde T,N,B
son sus vectores tangente, normal y binormal respectivamente y

la torsion de C. Si d_T: —1] B=k y 7 =6 para un punto P de la
ds -
curva C. Obtener los vectores N, Z—N asi como el radio de
S
curvatura de C.
Solucion: N =—7, dN N _1p ek p=5
ds 5

60) Una particula se mueve siguiendo la trayectoria
T(t)=i-4t"j+3t°k, donde t es el tiempo. Determine
b) la curvatura y la torsion de la trayectoria.

c) La forma de la trayectoria
Solucion: k=0, 7=0; es una recta.

61) Sea C la curva de ecuacion T (t) = senti +2sentj + 3costk.

Determine si la curva es plana.
Solucion: Es plana.

~

62) Sealacurva C de ecuacion: r(s)= £4cossj (2 )J+(4sensjk
4 4

donde s es el parametro longitud de arco.
Determinar, para el punto P(4,-2,0).

a) Los vectores T, N yB.

b) La curvatura de la curva.
c) La torsion de la curva.
(2EF / 2014-2)
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Solugién:
a)T=k, N=—i y B=-]
1
by k ==
) 4

c) 7 =0 (curva plana contenidaen y =-2)

63) Sea S la superficie cuyas ecuaciones paramétricas son
X=U+V; y=U—-V; Z=Uu*—V?, obtener una ecuacion del plano
tangente a S, en el punto P(2,0,0).

Solucion: 2y—z=0

64) Obtener la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie
cuya ecuacion vectorial es

T(s,t)=(st+2t)i+(t*-s?) j+(3t—2s)k enel punto P(0,-1,2).
Solucion: 3x—-y—-z+1=0.

65) Determinar la ecuacion cartesiana del plano tangente a la
superficie S:T(u,v)=(usenv—cosv)i +(ucosv—senv) j+(u)k,
con 0<u<3y 0<v<r,enelpunto P(0,0,1).

(2EF / 2014-1)

Solucioén: \/§x+\/§y—22 +2=0.
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66) Sea la pardbola C y la supAerficie S definidas por las ecuaciones
C:T(t)=(t"—2t+1)i +(t)k
ST, (u,v)=(sec(u)cos(v)) i +(tan(u)) j+(sec(u)sen(v))k
El punto de interseccion de C con S es el vértice de la parabola.

Determinar el &ngulo de interseccion entre la curva C y la

superficie S.
(3EE / TIPO A/ 2015-1)

Solucién: @ =%.

67) Sea S la superficie de ecuacion vectorial
F(u,v)=ucosvi +usenvj+u’k con 0<v<z;u>0Yy C lacurva
de ecuacion vectorial T(t) =t +tj + 4k .Calcule las coordenadas
del punto de interseccion entre Sy C.

Solucion: P(\/E,\/EA).

68) Encuentre unas ecuaciones paramétricas para la esfera de centro
(0,0,0) y radio 5.

(X =5sengcosé

0<¢g<r

Solucion: < y =5sengsend
0<6<2rx

| Z=5C0s¢



69) Determinar para las siguientes superficies unas ecuaciones
paramétricas:

2 2

a) S, * Y

C)S,: z

d)S,:
e)S;:
f) Sq:

9)S;:

Z2
—+—+—=1
25 16 9

2
b)S,: z

2

Xy
25 16

2 2

W

" 25 16

Xy 2
25 16 9
Z2 X2 y2

9 25 16
2 2

__|_y_:1
25 16

=1, para la hoja superior.

Solucién:

X =5cosucosv

a) S;:qy=4cosusenv, —%gu g%,ogv<27z

b) S, :-

C) S,:4

Z =3senu

(X =5ucosv

y=4usenv;, 0<u<+owo, 0<Lv<2r.
(z=u’

(x =5u

y:4v . —oo<U<400, —owo<V<<40o

Z —u®-v°
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d)S,:s

N

e)S;:

f) Sg:4

supe

(X =5ucosv

y=4usenv;, —oco<U<+owo, 0Lv<2r.

(z=u

(x =5coshucosv

y =4coshusenv; —oo<uU<+o0, 0<V< 27,

| z=3senhu

(X =5senhucosv

y =4senhusenv; 0<u<+ow, 0<v< 2. Paralahoja
| z=3coshu

rior.
[ x =5cosu

g)S,:< y=4senu; 0<u<27, —o<V<+om,

Z=V

70) Sean S la superficie de ecuacion vectorial
F(u,v)=ucosvi +usenvj+u’k con0<v<z,u>0y C la

curva de ecuacion vectorial T (t)=ti +1j + 4k

a) Calcular las coordenadas del punto de interseccion entre Sy C.
b) Determinar si C es perpendicular a S.

Soluci

on:

) (V2.42.4)

b) la curva C no es perpendicular a la superficie.

27
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71) Sean las superficies de ecuaciones
S,:X—y?+78=12 y S, T(s,t)=(st+2)i+(s—t) ] +3t’k.
Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la
curva de interseccion entre las superficies S, y S, en el punto

P(—2,—1,3).
X=-2-404
Solucion: L:xy=-1-174 ,1eR
z=3-211

72) Hallar las coordenadas cartesianas del punto cuyas coordenadas
polares son P(3,240°).

Solucién: P —E,—3£
2 2

73) Hallar las coordenadas cartesianas del punto cuyas coordenadas
polares son P(4,30°).

Solucion: P(2\/§,2)

74) Hallar las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas
cartesianas son P (—3, J3 ) .

Solucion: P(Z\/§,1500)

75) Hallar las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas
cartesianas son P(-2,2).

Solucién: P(Z\/§,135°)
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76) Dada la ecuacion cartesiana x* —2x + y* =0, transformarla a

polar.
Solucion: r=2cosé

77) Dada la ecuacion cartesiana x* + y* + 8y =0, transformarla a

polar.
Solucion: r =-8send

Encontrar las ecuaciones cartesianas de las siguientes curvas.

78) rcosfd=-2 Solucién: x=-2
79) r’>=09rcosé Solucion: x* +y?—-9x=0
80) 16 Solucion: 2x—-y =16

=
2C0sH —send

Trazar las graficas de las siguientes curvas

81) @=5%
6

82) r=-12cscH

83) r=8secd
84) r=-8
85) r=8cosd

86) r=-6cosd



87) r=6send
88) r=-4send

Solucién:

81) 82)

-14E10.2E101E10 -8E9 -BES -4E9 -2E9 0

83) 84)

40004 f
J S SRR PRI i
o k

20004

86)




87)
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89) Identifique las siguientes curvas:
a) b)
c) d)
e) f)
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Solucion:

a) Cardioide, b) Caracol de Pascal con rizo interior, c) Caracol de
Pascal sin rizo interior, d) Rosa de tres pétalos, ) Lemniscata,

f) Espiral de Arquimedes.

90) Identifique que representan las siguientes ecuaciones:
a) r=4(1+send)

b) r=2sen36
c) r’=16c0s20

Solucioén:
a) Cardioide, b) Rosa de tres pétalos, ¢) Lemniscata

91) Utilice coordenadas curvilineas para calcular el area de la
region limitada por las rectas de ecuaciones y = X,

y=X+2, y=-2X, y=-2X+6 (Sugerencia: una de las
ecuaciones de transformacion es y —x=u).
Solucion: A=4 unidades de area.

92) Encuentre el area de la region R del plano xy limitada por las
curvas y° =8x, y* =X, x> =8y, x* = y; utilizando el cambio de
coordenadas al sistema (u,v) definido mediante las ecuaciones

y> =ux; X* =vy.

Solucion: Ag :4—39 unidades de area.



X =Uuvcoséd
93) Sea latransformacion T :< y=uvsend .

1
2= (v -u)

"

Determinar :
a) Los vectores unitarios €, , €, y €,.

b) Los factores de escala h, , h, y h,.
c) Si el sistema de coordenadas (u,v,e) es ortogonal.

d) El jacobiano de la transformacion, J [X’ y;j
u,Vv,

(2EF [/ 2014 — 2)
Solucioén:

D
1

(v coséi +vsend | — ulz)

u

v +u?

1
CoJut+v?

e, =—sendi +cosd ]

b) h, =vu®+v? , h,=vu?+Vv?*, h,=uv.

c) El sistema es ortogonal.

d) J(X’y’zj:—uv(szruz)

u,v,o

(u coséi +usend j + VIZ)

a) <
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94) Para el sistema curvilineo definido por las ecuaciones de
transformacion u = x —3y, v=3x+ y; obtenga el factor de escala
h,, el vector base €, y determine si el sistema curvilineo es
ortogonal.

Solucion: h, = j; es ortogonal.

1 _ 1 ~ 3
_;eu: | —
J10 Jio V10

95) Dadas las ecuaciones de transformacion x = senhvsenu,
y =coshvcosu; determine si el sistema curvilineo es ortogonal;

calcule el factor de escala h,.
Solucion: Es ortogonal

h, =+/senh? + sen’u

., Uu=x-2
96) Sea latransformacion T : { y.
V=X+Y
Determinar:

a) Si el sistema de coordenadas (u,v) es ortogonal.

b) El jacobiano de la transformacion, J (ﬂj
u,v

c) El area de laregion R, del plano XY, que es la imagen de la
region R, limitada por lasrectasu=0, u=-4, v=1y v=4.
d) Las ecuaciones para la transformacion inversade T .
e) Los factores de escala h, y h,.
f) Los vectores unitarios €, y €, .
(1EF / TIPO A/ 2014-1)

Solucion:
a) No es ortogonal.
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mjeg}é
u,v 3

c) A, =4unidades de area.

1 2
X==U+—=V
T4 33
y——lu+lv
7T 33
J2 5
e) h =< N
)usym 3
fEei-tiye i+ s]
2 2 N RN

97) Sea el campo vectorial i
F(x,y,z)=ayzl +bxz] +cxyk donde a,b,ceR vy
a=0,b=0,c=0. Determinar los valores de a,b,c tales que el

campo F sea solenoidal e irrotacional.
Solucion: a=b=c

98) Determine si la funcion f (x,y)=cosxsenhy esarmonica.
Solucion: Es armonica.

99) Para la funcion f(p,0,z)= p8z, calcule su gradiente.
Solucion: Vf =0ze +zg, + ptk, .



100) Utilizar coordenadas esféricas para obtener el gradiente de la
3

funcion f(x,y,z)=(x?+y?+2?)? parael punto P(-1,0,1).
(1EF / TIPOA / 2014-1)
Solucion: Vf =6g,

T 2 1
101) Sea el campo vectorial f (p, 0, z) =e” €, +—sende, + 2°g,
o
Investigue si es solenoidal.

Solucién: No es solenoidal,
V- ?zl{epz + 2p2ep2 +£c056?+ 2,02}
P p

102) Sea el campo vectorial
f =sengsende  +sendcosge, + cosde, Investigue si es

irrotacional.
Solucion: Es irrotacional.

103)  Seala funcion
F(p.0,7)=(3zsend)e, +(Azcosd)e, +(Apsend)E, en

coordenadas cilindricas circulares. Determinar el valor de "A", t

que el campo F sea irrotacional.
(2EF / 2011-2)

Solucioén; A =3.

104) Sea la funcion escalar

36

al

f(xyz)= \/xz +Yy*+12°| ang cos ‘ {ang tan (lﬂ
JE 4y 472 X

Determinar si la funcion es armonica.
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Solucion: V2 f =

(2¢0seng + Gcosg) =0 ... la funcion no es
PSENG

armonica.
Ejercicios del segundo examen parcial del semestre 2004-2.

105) Una particula se mueve a lo largo de la curva C representada
por T (t)= (\/E cost)f+ (\/E cost) j+ (2sent)k . Determinar las

coordenadas de los puntos de la curva donde:

a) La velocidad de la particula es perpendicular a su vector de
posicion.

b) La aceleracién “apunta” hacia el origen.

Solucion:

a) La velocidad es perpendicular F(t) en todo punto de la curva.
b) La aceleracidn apunta hacia el origen en todo punto de la curva.

2 2 2
106) Sea C una de las curvas representadas por C :{X +2y +22 =29
X“+y =16
y que contiene a los puntos A(0,4,3) y B(-4,0,3).
a) Obtener una ecuacion vectorial de la curva C.
b) Calcular la longitud de la curva entre los puntos Ay B.
c) Determinar el triedro movil en el punto A
d) Calcular la curvatura de C.
e) Determinar si la curva es plana.
Solucion:

a) T (t)=(4cost)i +(4sent) J +(3 )IZ
b) Por ser una circunferencia s=2zul. 6 s=6z ul.
)T =-,N=-],B=k
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1

d) k == Z
e) La curva es plana ya que esta contenida en el plano z=3
X=U
107) Sea la superficie S representada por S:<y=ucosV
Z = usenv

a) Obtener una ecuacion vectorial de S.
b) Con la ecuacion obtenida en el inciso anterior, determinar la
ecuacion cartesiana del plano tangente a S en el punto

P(—v/2,11).
Solucion: )
a) T(u,v)=(u)i+(ucosv)]j+(usenv)k
b) J2x + y+z=0

108) Determinar si la funcion f (p,¢,0)= In(ij, dada en
0

coordenadas esféricas, es armoénica.
Solucioén:

1 ..
Ve f =—— . f noesarménica.

Yo,



39

., Uu=2Xx+Yy ,
109) Sea la transformacion T : y sea R una region en
v=2y—-x+1
el plano xy cuya area es igual a 4u®. Determinar:
a) Si el sistema de coordenadas (u,v) es ortogonal.
b) Los factores de escala h, y h,.

c) Los vectores base €, Yy &€,.

d) El Jacobiano de transformacion J(X’yj.
u,v

e) Elareadelaregion R', siendo R' la imagen de la region R
bajo la transformacion T .

Solucion:

a) Es ortogonal

b)h—— —
FINE

)8, =—=i+ ] y &=l ]
V5 5 NN

99030
uv, S5
e) area de R' = 20u’

110) Sea el campo vectorial
F(xY,2) :(x2 + yz)iA+(y2 + xz) ]+(z2 + xy)k
Determinar: B
a) Si el campo F es solenoidal.
b)Si el campo F es irrotacional.

(1EF / TIPO A/ 2009-2)
Solucién:

a) F no es solenoidal.
b) F sies irrotacional.



40
111) Sea el campo vectorial F representado por F =L3 en donde
Yo,

F=xi+yj+zk y p=|F|.

a) Determinar si F es solenoidal.
b) Determinar si F es irrotacional.
Solucioén:

a) Si es solenoidal.
b) Es irrotacional.

112) Una particula comienza a moverse en t =0 segundos desde el
punto A(1,2,3) con una velocidad dada por
V(t)=(t)1+(2t) ]+ (2t)k r% Determinar:
a) Las coordenadas del punto B en el que se encuentra la particula
en t =2 segundos.
b) El tiempo que transcurre para que la particula recorra 24
metros.

c) Los vectores aceleracion tangencial y aceleracion normal.
(2EF /2014 -1)

Solucioén:

a) B(3,6,7)

b) t =4 segundos

c)a =(122), &, =0.
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TEMA 3 Integrales de linea

113) Calcular I(x2 +2)ds, donde C es la curva que une al punto
C

P(0,2,-1) conel punto Q(0,-2,-1)y a Q con el punto
R(O,—2,1) que pertenece al cilindro circular de radio 2 que se

muestra en la figura:
(2EF / 2014-1)

F s
/.—’-—- —‘—‘-‘—“‘-_
R

\ .’/

-"“-q-____‘.__‘_J
g S W R

\
-

\ . Y

~ 1 - -

e
1

Solucion: I(x2 + z)ds =2
C

114) Calcular el valor de I(x2 —2xy )dx + %(3xy +2y?—x)dy, sobre
C

la trayectoria formada por las rectas que unen a los puntos:
R(0,0), R,(0,1), R(11).

Solucién: —E.
3
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115) Calcular _[ x*ydx + xy’dy a lo largo de la trayectoria mostrada

C
en la figura. (LEF/B/2002-2)

Yt
|2

\(-2 W 2)

Solucién: %

116) Calcular la integral de linea | :¢C(3x—y)dx+(x+5y)dy

sobre la circunferencia de ecuaciones x =cost; y =sent;
0<t<2r.
Solucion: | =2«

117) Sea el campo vectorial F(x,y,z)= x4 +y?j+ 2%k.
Calcular jlf-dT a lo largo de la trayectoria del plano XY dada por
C

y? =x, del punto A(0,0,0) al punto B(Z,\/ZO).
(LEF/A/2003-1)

= 2
Solucion: _C[F-dr _§(4+ﬁ).
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118) Sea el campo vectorial i
F(xY,2)=(3x+yz)i +(2x+y?) ] +(xz)k, calcular Ilf-dT alo
C
X=2
largo de la curva C :{ - ;y del punto A(3,1,1) al punto
B(3,1,-1). (3EP/A/2002-1)
Solucién: J'If-dT:—ﬂ
2 5

119) Sea F el campo vectorial definido por
F(xy,2)=(2x+senzy)i +(zxcoszy+2°) j+(3yz* —4z)k
Calcular el valor de _[If-dF del punto A(0,0,0) al punto

C

B(2,2,2) alo largo de la trayectoria mostrada en la figura.
(3EP/A/2001-2)

B(2,2 2)

V

A0, 0, 0)
C(2,0,0)
y

X

Solucion; 12
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120) Sea el campo vectorial cuya ecuacion es
F(xy,2)=

ey e'x = . ~
— J+efang tan(xy)k
Calcular g@ F.dr , a lo largo de una vuelta completa a la curva
C

| +
1+ x°y* 1+ X%y

de ecuaciones x*+z°=16, x+y+z=10.
Solucion: Sf,lf-drzo.
C

121) Calcular el trabajo que efectta el campo de fuergas
If(x,y,z)=(2y23enz—2x)f+(4xysenz+1)]+(2xy2cosz+4)kal

desplazar una particula del punto A(0,0,%) al punto B(0,0,7).

(1EF/B/2004-2)
Solucion: W =2z unidades de trabajo.

122) Obtener el valor de gf)lf-df calculada a lo largo de la
C

circunferencia de radio 1 con centro en el origen donde

2
F(xy)= |+ Xy j

Solucion: <_[> F.dr =0.
C
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123) La integral J'AF-dF a lo largo de cualquier trayectoria que une
C

al punto A(0,0) con el B(2,4) es igual a 72, donde

F(x, y):(5y—6x2)f+(6y+ax) j.
Calcular Ilf-dT a lo largo de la trayectoria k : y = x°, del punto
k

P(11) al punto Q(2,8). (2EF/A/2004-2)
Solucion: 250

124)Sea F el campo vectorial cuya ecuacién en coordenadas
polares es F(p,8)= p*cosde, + p*sende,, calcular Ilde alo
C

largo de la curva C de ecuacion x°+y°—4y=0 del punto
A(0,0) al punto B(0,4) para x<0.
Solucion: =16z

125) Determinar si el campo vectorial
F(p.0,2)=8p0°7°e, +8p0z°e, +12p*6"2°€, esun campo
conservativo y de ser posible, encontrar la funcion ¢(p,0,z) tal
Solucion: ¢(p,6,2)=4p°0°z° +C
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126) Sea el campo de fuerzas F que en coordenadas cilindricas
circulares esta representado por
F(p.0,2)=(zsen0+2p07° )&, +(2c0s0 + pz° )&, +( psend + 2p°61 ),

Calcular el trabajo que efectta el campo F cuando una

particula se desplaza del punto A(0,0,0) al punto B(Z,%,lj a

lo largo del segmento de recta que los une. Los puntos A y B

estan dados en coordenadas cilindricas circulares.
(1EF / TIPO A/ 2009-2)
Solucién: w=2(z +1) unidades de trabajo.

127) Calcular el trabajo efectuado por el campo de fuerzas
F (p,@) = ke, +¢&,, dado en coordenadas polares, al desplazar una

particula a lo largo de la curva C:x*+4y*=4 desde el punto
A(2,0) hasta el punto B(0,1), dados en coordenadas cartesianas.

(1EF/A/2004-1)

Solucion: W = %unidades de trabajo.
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TEMA 4 Integrales multiples

128) Calcule el valor de | :j j senz y dydx
0 Vx
Solucion: cero

129) Calcular el area de la region del primer cuadrante limitada por
las curvas de ecuaciones x> +y* =9, x+y=3.

Solucién: Azg(z—l) u.
2\ 2

130) Para calcular el area de una regién del plano XY se obtuvieron
las integrales

0 9 29
A:L3[Xdydx+£é[dydx
3

a) Cambiar el orden de integracion, de modo que el area se
obtenga con una sola integral doble.

b) Obtener el area de dicha region.

(1EE/A/2002-1)

Solucioén:
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131) Utilizar integrales doble para calcular el area de la region del
plano XY localizada en el primer octante y limitada por las curvas

de ecuaciones 16(x—1)=y*, 8x=y*.
(3EP/A/2002-1)

Solucién: Azgu2

132) Utilizar integrales dobles para determinar el area limitada por la
elipse de ecuacion (x+2y + 4)2 +(3x—4y - 2)2 =100.
Sugerencia: Hacer un cambio de variable (1EF/B/2002-2)
Solucién: A=107x u®.

133) Calcular HR(XZ +y?)dxdy siendo R la region del primer

cuadrante limitada por las curvas
xy=1 xy=8 x*—-y°=3, x°-y°=6.(3EP/A/03-1)
Sugerencia: Hacer el cambio de variable u = xy, v=x* —y°.

Solucién: %

134) Calcular el area de un pétalo de la rosa cuya ecuacion polar es
p =Cc0s46.(2EF/A/2004-1)

Solucion; A= % unidades de area.

135) Utilizar integrales dobles para calcular el volumen de la region
localizada en el interior de las superficies de ecuaciones
X*+2°-4=0y y*+2°=4.

Solucién: V :%W



136) Determine la masa de la lamina que corresponde a la region
limitada por un pétalo de larosa p =2sen26 en el primer

cuadrante; la densidad en un punto de la lamina esta dada por
p(x,y)=kyx*+y* donde k es una constante.

Solucion: m =%k unidades de masa.

137) Utilizar el teorema de Green para calcular el valor de
cﬁxzydx —xy’dy donde C es la circunferencia x* + y* = 4.
C

Solucion: —-8rx.

138) Calcular el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(xy)=(x*+2y)i+(y?+4x)] al moveruna particulaa lo

largo de la trayectoria cerrada mostrada en la figura.
(3EP/A/2002-1)

iy

! -
T T T el

-1 1 2 -

Solucion: —6 unidades de trabajo.

49
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139) Utilizar el Teorema de Green para calcular
<_[>(2y +1+x° )dx + (5x —e¥ )dy sobre la trayectoria mostrada
C

en la figura (3EP/A/03-2)

iy = Dx
Y= i
g
L5
] y=Vax-4

=1
th
-
=
th
w
Y

Solucioén: 4.

140) Determinar el area de la superficie cuya ecuacion vectorial es
F(uv)=ufi+V*j+(u>+v?)k para0<u<1, 0<v<2.

Solucién: A= 4+/3 unidades de area.

141) Calcular el area de la porcién de superficie de ecuacion
4-7=x*+y* localizada por arriba del plano XY.

Solucion: A:%[ﬂ% —1]u2.

142) Utilizar integracion doble para calcular el area de la porcion del
cono z° = x*+y* comprendida entre los planos z=1y z=4.
(3EP/A/03-1)

Solucién: A =152 unidades de area.
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143) Calcular el area de la parte del cilindro x* + y* =9 que esta

comprendida en el primer octante y que es cortada por el plano
x=12. (3EP/A/2004-2)
Solucion: A=9 unidades de area.

144) Calcular el area de la parte de la esfera x> + y* +z° =1 que esta
comprendida entre los conos x>+ y* =z* y 3x°+3y’ =1z7°.
(2EF/A/2004-1)

Solucion: A= 27r(\/§ —\/5) unidades de area.

145) Calcular el volumen de la region que es limitada por las
superficies S, y S, representadas por:

S,:x*+z°=4-y, S,:y+5=0. (3EP/A/2004-1)

Solucién: V :%ﬂ' unidades de volumen.

146) Calcular el volumen del sélido limitado por las superficies de
ecuaciones x*+z°=9, y+z=4, x-2y-3z=12.
Solucion: V =90z unidades de volumen.

147) Calcular el volumen de la region D que es interior al cilindro
de ecuacion y* +z° =4,y limitada por el plano x=0 y el
paraboloide y* +z° + 2x =16.

Solucion: V =28z unidades de volumen.
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148) Dado el campo vectorial F(x,y,z)=zi +xj - y’k, utilizar el
Teorema de Stokes para calcular <j5lf-dT, donde Ces la
C

Interseccion del plano x+y+z—1=0 con los tres planos
coordenados. (1EF/A/2005-2)

Solucién: E
3

149) Por medio del Teorema de Stokes, calcular el trabajo que
efect(ia el campo de fuerzas F(x,y,z)=xi —zj+ yk para
desplazar una particula una vuelta a lo largo de la curva
c :{xz +y* =4

X—2=0
Solucion: W = -8x unidades de trabajo.

150) Sea el campo de fuerzasF (x,y,z)=xi —zj + yk. Emplear el
Teorema de Stokes para determinar el trabajo que realiza el
campo F para mover una particula una vuelta a lo largo de la

Z=2X+3y

X +y>=16

Solucion: W =327z unidades de trabajo.

curva C de ecuaciones C :{
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151) Calcular la circulacion total del campo vectorial
F(xy,2)=(y—-2z)i +(x+y)]+(x+2)k alo largo de la curva
2 2
C :{ X“+y =1 |
X+y+z2=3

(2EF / SEM. 2013-2)
Solucién: Circulacion total = -27

152) Utilizar el teorema de Stokes para calcular qic F.dr , donde

F(p.0,27)=8, +(p)E, +&, esta expresado en coordenadas
cilindricas circulares y C es la trayectoria cerrada que se
muestra en la figura:
(2EF / 2014-1)
Y \
A // C
. _
. J—*x

I

Solucién: <j>c Fedr =4

153) Utilizar el Teorema de Gauss para calcular el yalor de la
integral J'J' F.nds donde F(x,y,z)=xi+yj+2k y y la
e

superficie de ecuacion vectorial i
T (¢,0)=sengcosoi +sengsend ] +cosgk con 0<6 <2z,
0<gp<r.

Solucion: ” F.nds :%n.
e



54

154) Sea el campo F = xi + yj + zk. Calcular el valor del flujo neto
de F através de una esfera de radio R con centro en el origen.
Solucion: flujo = 4zR®

155) El flujo neto del campo de fuerzas F(x,y,z)=x% + y*] + 2’k a
través de la superficie x>+ y* +z* =r* esigual a %ﬂ' unidades

de flujo. Determinar el valor de r. (1EF/B/2004-2)
Solucion: r=2.

156)  Calcular el flujo neto del campo vectorial i
F(xy,2)=(5y*+3z)i +(2°+4y) +(x* +2y’+5)k atravésde
la superficie cerrada S que envuelve el solido del primer octante
limitado por las superficies de ecuaciones

X+y+2-3=0,X+y+z-8=0, xX*+y°=4, x=0,y y=0.
(2EF / SEM. 2013-1)
Solucion: Flujo =20z unidades de flujo

157) Calcular el flujo neto del campo vectorial
F(xy,2)= (x2 —XZ +3y2)f+(2yz) j+(y2 - 2xz)k a través de la
region D limitada lateralmente por el semi-cono x*+ y* =z°

(con z>0) y superiormente por la esfera x*+y* +z° =4.
(2EF /2014 —1)

Solucién: Flujo = <j;_[> F.ndS = 2z unidades de flujo.
S
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158) Utilizar el Teorema de Gauss para calcular <B§ F.ndS, donde
S

F(xy.2)=(2xy)i —(y?) j+(32)k y S eslasuperficie cerrada
que envuelve a la region D del primer octante limitada por las
graficasde x+y+2z=6, x+y+z=2 y x°+y°=1.
Solucion: <ﬁ> FendS =3r.
S





